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Розвинуто єдиний підхід до розв’язування задач про концентрацію напружень біля 
гострих та закруглених вершин в осесиметричних порожнинах за кручення пружно-
го простору. Використано метод сингулярних інтегральних рівнянь щодо гладких ро-
зімкнених контурів, кінці яких виходять на вісь кручення пружного тіла. Знайдено 
розподіли напружень на поверхнях порожнин, коефіцієнти концентрації та інтенсив-
ності напружень у закруглених та гострих вершинах. Числові результати отримано 
для порожнин різних конфігурацій (ромбічних, гіперболічних, овальних, прямокут-
них) у широкому діапазоні зміни радіуса закруглення у вершинах межового контуру. 
Ключові слова: осесиметрична порожнина, гострокутний виріз, кручення, коефі-
цієнт концентрації напружень, коефіцієнт інтенсивності напружень, метод сингу-
лярних інтегральних рівнянь. 
У механіці руйнування основну увагу приділяють дослідженню процесів де-
формування та руйнування твердих тіл з тріщинами – як основними та найнебез-
печнішими дефектами. Однак під час деформування пружних тіл (в межах ліній-
ної теорії пружності) з концентраторами напружень з гострими та закругленими 
(з малим радіусом кривини) вершинами виникають нескінченні або дуже великі 
(більші за границю міцності матеріалу) напруження, що не дає змоги використа-
ти класичні критерії для оцінки міцності таких тіл. Тому останнім часом значну 
увагу зосереджено на вивчення процесів деформування твердих тіл з такими кон-
центраторами. Для розв’язування плоских та антиплоских задач теорії пружності 
та механіки руйнування тіл з гострими та закругленими кутовими вирізами роз-
робили єдиний підхід [1]. Нижче цей підхід розвинуто для відповідних задач кру-
чення нескінченних пружних областей з осесиметричними порожнинами, конту-
ри осьових перерізів яких містять гострі та закруглені вершини. 
Розв’язки крайових задач для пружних областей з гладкими контурами знай-
дено методом сингулярних інтегральних рівнянь [2], який дав змогу досить точно 
розрахувати напружено-деформований стан на значно викривлених ділянках глад-
ких межових контурів. Використовуючи раніше знайдені залежності між коефіці-
єнтами інтенсивності та концентрації напружень у вершинах гострого та закругле-
ного кутових вирізів за антиплоскої деформації [3], отримали низку нових резуль-
татів для коефіцієнта інтенсивності напружень (КІН) у нескінченних пружних ті-
лах з різного роду гострокутними осесиметричними порожнинами за умов кручення. 
Інтегральне рівняння задачі. Розглянемо кручення пружного ізотропного 
простору з вільною від навантажень осесиметричною (відносно осі Oz цилінд-
ричної системи координат Orzϕ) порожниною з центром на початку системи ко-
ординат. Для осесиметричної задачі кручення відмінні від нуля компоненти на-
пружень τϕ r, τϕ z та переміщення v у тангенціальному (відносно кута ϕ) напрямі не 
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залежать від кутової координати ϕ. Пружний простір закручується на сталий кут 
ϕ0 = dϕ/dz = const на одиницю довжини вздовж осі кручення Oz. Напружено-
деформований стан суцільного пружного простору визначають компоненти на-
пружень 0
00 ,0 ϕ=τ=τ ϕϕ Grzr  та переміщень 00 ϕ= rzv , де G – модуль зсуву. 
Враховуючи відсутність напружень на поверхні порожнини та на осі кручен-
ня Oz [4], задачу звели до визначення збуреного напруженого стану двовимірно-
го пружного тіла (у півплощині r > 0 системи координат rOz) із симетричним від-
носно осі Or розрізом L = ACB, кінці якого A і B виходять на вісь кручення, а на 
берегах розрізу задані самозрівноважені напруження [5] 
 ( ) ( )n s s
±ϕτ = τ ,  (1) 
де верхні індекси вказують на граничні значення напружень на контурі L за під-
ходу до нього зліва (+) або справа (–), n – зовнішня нормаль до контуру L, s = s(t) 
– дугова абсциса точки t = r + iz ∈ L, τ(s) = –rτ0(dr/ds)/a, τ0 = Gaϕ0, a – радіальна 
координата вершини C контуру L. На нескінченності збурені напруження і по-
ворот тіла відсутні. 
Використовуючи інтегральні зображення загальних розв’язків осесиметрич-
них задач теорії пружності за кручення пружних тіл з тріщинами по поверхнях 
обертання [6, 7], з крайової умови (1) отримаємо сингулярне інтегральне рівняння 
 1 Γ( ) ( , ') ( ')
L
s M s s ds s= τπ ∫ , ' '( ')s s t= , ' ' 't r iz L= + ∈  (2) 
відносно невідомої функції ( ) { ( ) / }s s r sΓ = ∂ γ ∂ , де ( ) [ ( ) ( )] / 2s G v s v s+ −γ = −  – 
стрибок переміщень на контурі L. Ядро M(s, s′) визначає залежність [5, 8] 
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K(k) і E(k) – повні еліптичні інтеграли першого і другого родів; 2k rr′= ∆ , 
2 2( ) ( )z z r r′ ′∆ = − + + . 
Сингулярне інтегральне рівняння (2) має єдиний розв’язок у класі функцій з 
інтегровною особливістю на кінцях контуру інтегрування за умови однозначності 
переміщень за обходу контуру L [2]:  
 Γ( ) 0
L
s ds =∫ . (3) 
Шукана функція )Γ(s  визначає збурений напружено-деформований стан у 
всій пружній області [6]. Повні напруження * ( ')s sϕτ  на краю порожнини визнача-
ють через граничні значення збурених напружень τϕs(s′) на правому березі роз-
різу L та відповідних напружень у тілі без порожнини [5]  
 * 0 0 0
1( ') ( ') ( ') ( ') ' ( ') ( ) ( , ')s s s s
L
s s s s r s s P s s ds−ϕ ϕ ϕ ϕτ = τ + τ = τ − Γ + Γπ ∫ . (4) 
Тут 0 0( ') ' ( ' ') /s s r dz ds aϕτ = τ  – відомі дотичні напруження у точці Lt ∈'  суціль-
ного пружного тіла, 0 1 2
2 ' ( ' ) ' ( ') '( , ')
8 ' ' ' ' ' '
r dz z z dr r r dzP s s D D
r r ds r ds r ds
⎧ ⎫−∆ − += + +⎨ ⎬⎩ ⎭
.  
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Числове розв’язування задачі. Записавши параметричне рівняння контуру 
L у вигляді 
 ( ), 1 1t r iz a= + = ω ξ − ≤ ξ ≤ ;      ( ' ' ' ( ), 1 1t r iz a= + = ω η − ≤ η ≤ ), (5) 
подамо сингулярне інтегральне рівняння (2) та додаткову умову (3) у канонічній 
безрозмірній формі 
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1 1Γ ( ) ( , ) ( ), 1 1; Γ ( ) 0M d d
− −
ξ ξ η ξ = τ η − ≤ η ≤ ξ ξ =π π∫ ∫ , (6) 
де 1( , ) ( ( ), '( ))M aM s sξ η = ξ η , 1 0( ) ( ( )) '( ) /sΓ ξ = Γ ξ ω ξ τ , 1 0( ) ( '( )) /sτ η = τ η τ , ( ) ,s ξ  
'( )s η  – дугові абсциси точок Ltt ∈', . Невідому дійсну функцію 1( )Γ ξ  шукатиме-
мо у класі функцій, що мають інтегровну особливість на кінцях проміжку інтег-
рування 21( ) ( ) 1uΓ ξ = ξ − ξ . 
Щоб поліпшити точність обчислень напружень (4) біля вершин вирізів з ма-
лим відносним радіусом закруглення (ε = ρ/a → 0), використовують різні нелінійні 
перетворення, які згущують точки квадратурних вузлів біля цих вершин [1]. Для 
контурів з вершинами у центральній точці C = aω(0) використали перетворення [5] 
 1 2 2 1 1( ) sh( ), arsh(1/ ), constG c c c c cξ = τ = τ = = , (7) 
яке відображає інтервал [ 1; 1]τ∈ −  в інтервал [ 1; 1]ξ∈ −  і згущує вузли квадратур-
них формул в околі точки 0=ξ . Сталу 1c  у заміні (7) вибирали на підставі чис-
лових експериментів ( 1 [0,1 ; 10 ]c ∈ ε ε ) залежно від форми контуру L та радіуса 
закруглення у вершині С. 
Для контурів із закругленою вершиною у нецентральній точці ( 0( ),D a= ω ξ  
0 0ξ ≠ ) використовували модифіковане перетворення для нерівновіддалених вер-
шин отворів [9] 
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 (8) 
Функція (8) гладка і неперервна в інтервалі [0;1]τ∈ . Параметр 3c  ( 30 1c≤ ≤ ), що 
опосередковано визначає міру згущення вузлів в околі вершини D, вибирали на 
підставі числових експериментів ( 3 [0,9;0,999]c ∈ ) залежно від радіуса закруг-
лення у вершині. 
Зробивши заміни 11),( ≤τ≤−τ=ξ G ; 11),( ≤ς≤−ς=η G , із рівнянь (6) от-
римаємо: 
 ( )1 11 11 12 21 1
( ) ( )1 1, ( ), 0 ,
1 1
u uM d d
− −
τ τξ η τ = τ η τ =π π− τ − τ∫ ∫  (9) 
де 1 1( ) ( ( ))Gτ η = τ ς  і введено нову невідому функцію 1( )u τ  
 2 21 1( ) 1 '( ) ( ) 1 ( ) '( )u G u Gτ − τ = τ ξ − ξ = Γ ξ τ . (10) 
Для числового розв’язування сингулярного інтегрального рівняння (9) вико-
ристали квадратурний метод [2]. Задачу звели до розв’язку системи N = 2n ліній-
них алгебричних рівнянь 
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відносно вузлових значень u1(τk) неперервної на проміжку [–1;1] невідомої функ-
ції u1(τ) (10). Тут ξk = G(τk), ( )m mGη = ς , де cos( (2 1) /(4 )) ,k k nτ = π −  1,2k n= ; 
cos( / 2 ) , 1,2 1m m n m nς = π = −  – нулі поліномів Чебишова першого та другого 
родів. 
Врахувавши симетричність контуру L = ACB відносно осі Or та парність шу-
каних функцій (10) ( 1 1 1 1( ) ( ), ( ) ( )u u−τ = τ Γ −ξ = Γ ξ ), зменшили у два рази порядок 
системи рівнянь (11) 
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На основі отриманих розв’язків 1( ), 1,ku k nτ = , повні дотичні напруження на 
поверхні порожнини (4) знаходимо зі співвідношень [5] 
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Розрахували розподіли напружень та їхні максимальні значення на поверх-
нях осесиметричних порожнин для різних форм їхніх осьових перерізів. Вико-
ристовуючи залежності між коефіцієнтами концентрації напружень у закругле-
них вершинах кутових вирізів та КІН у відповідних гострих вершинах за анти-
плоскої деформації [3] 
 { }IIIVIII max
0III
1 lim 2 ,K
R
λ
ρ→
= πρ τ  (14) 
отримали низку нових результатів для КІН у гострокінцевих вершинах контурів. 
Тут параметр λIII = 1 – π/(2α) визначає порядок особливості поля напружень у 
вершині клина з кутом розхилу 2α = 2π – 2β, RIII – коефіцієнт впливу закруглення 
вершини кутового вирізу на максимальні напруження на його контурі за анти-
плоскої деформації, який визначаємо з апроксимувальної формули [3] 
 
2 3 4 5
III
1 17,845 20,266 19,123 9,502 1,916 , / 2
1 14,248
R + γ + γ − γ + γ − γ= γ = π −β+ γ . 
V-подібний контур із закругленою вершиною. Розглянемо кручення пруж-
ного простору з осесиметричною порожниною, осьовий переріз якої складається 
з двох симетричних V-подібних контурів із закругленими вершинами (контур  
L = ACB складається з двох прямолінійних відрізків, нахилених до осі Or під ку-
тами ±β, і дуги кола радіуса ρ у вершині C(a, 0)) (рис. 1а). Враховуючи симетрію 
відносно осі Or контуру L, його параметричне рівняння подамо у вигляді 
 0
0
( ), 0 1,
( )
( ), 1 0,
t r iz a a
ω ξ ≤ ξ ≤⎧⎪= + = ω ξ = ⎨ω −ξ − ≤ ξ <⎪⎩
 (15) 
де функція ω0(ξ) описує частину контуру L (CB) у першій чверті системи коор-
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динат rOz. Для закруглених V-подібних контурів функція ω0(ξ) має вигляд  
 { }
0
0
0 0
exp( / ), 0 ,
( ) 1
( ) / exp( ), 1,
i l
l a i i
ε ξ ρ ≤ ξ ≤ ξ⎧⎪ω ξ = − ε + ⎨ ξ − ξ + ε − β ξ < ξ ≤⎪⎩
 (16) 
де 0 01/(1 ) ( / 2 ) /l lξ = + = ρ π −β  – значення параметра ξ, що відповідає точці D пе-
реходу прямолінійної ділянки контуру в криволінійну; l0 – відношення довжини 
прямолінійної ділянки BD контуру до довжини колової ділянки DC; l = ρ(π/2–β)/ξ0 
– повна дугова довжина половини контуру L (CDB); ε = ρ/a – відносний радіус 
закруглення контуру у вершині C(a, 0). 
Знайдено розподіли напружень (13) на контурі (16) для різних кутів 2β його 
розхилу за однакових радіусів закруглення у вершині С (ε = 0,01) та побудовано за-
лежності добутків III III* 0( ) ( ) /s s
λ λϕτ θ ε ≡ τ θ ε τ  від параметра θ = arg(t–a+ρ) (рис. 1а). 
 
Рис. 1. Розподіли добутків III( )s
λτ θ ε  на закруглених V-подібних (a)  
та гіперболічних (b) контурах для різних кутів розхилу 2β. 
Fig. 1. Distributions of the product III( )s
λτ θ ε  on the rounded V-shaped (a)  
and hyperbolic (b) contours for different opening angles 2β. 
Гіперболічний контур. Аналогічні залежності побудовано (рис. 1b) для гі-
перболічного контуру з вершиною у точці C(a, 0), параметричне рівняння якого 
має вигляд (15), де  
 10
1
cos exp( )cos( ) 1
cos 1 cos cos( )
iε α αξ ξε αω ξ = − +α − α − αξ ξ ,  (17) 
1 arccos{1/(1/ cos 1/(cos /(cos 1) 1/ ))}ξ α = α + α α − − ε , α = π – β. Отримані розподіли 
напружень якісно та кількісно відрізняються, отже, не тільки радіус закруглення у 
вершині, а й форма контуру в околі його вершини значно впливають на розподіл 
напружень по поверхні осесиметричної порожнини за дії кручення. 
Найбільші розбіжності коефіцієнтів концентрації напружень kc у вершині C 
(максимальних значень відносних напружень * 0(0) /sϕτ τ ) для гіперболічних (17) 
та V-подібних закруглених контурів (16) отримано, коли ε→0 та β = 0 (рис. 2). Їх-
ні відносні відхилення прямують до нуля, коли ε→1, однак зростають за змен-
шення ε і досягають 18% для ε = 0,01; β = 0 та 32% для ε = 0,0001; β = 0. 
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Рис. 2. Залежності добутків IIIck
λε  від параметра ε для закругленого V-подібного (a)  
та гіперболічного (b) контурів за різних кутів розхилу 2β. 
Fig. 2. Dependence of the product IIIck
λε  on parameter ε for the rounded V-shaped (a)  
and hyperbolic (b) contours for different opening angles 2β. 
Для параболічного контуру, який отримуємо з гіперболічного за β = 0, об-
числені коефіцієнти концентрації напружень для різних радіусів кривини у вер-
шині практично збігаються з відомими [10] (відносні відхилення не перевищують 
0,12%) за кручення пружного простору з осесиметричною еліпсоїдною порожниною. 
За отриманими числовими залежностями коефіцієнтів концентрації напру-
жень kc від параметра ε∈[0,0001; 1] для різних кутів розхилу 2β закруглених  
V-подібних контурів (рис. 2а) у граничному випадку ε→0 на основі залежності 
(14) знайдено відносні КІН IIIV VIII III 0/[ ]F K a
λ= τ π  для гострих V-подібних конту-
рів у всьому діапазоні зміни кута 2β (рис. 3а). Таким способом отримали відоме 
значення КІН ( III 0(4 / 3) /K a= τ π ) для плоскої дископодібної тріщини (коли кут 
2β = 0) у пружному просторі за умов кручення [11, 12]. 
 
Рис. 3. Залежність відносного КІН VIIIF  від кута розхилу 2β гострого V-подібного (a)  
та лінзоподібного (b) контурів. 
Fig. 3. Dependence of relative stress intensity factor VIIIF  on the opening angle 2β  
of the sharp V-shaped (a) and the lens-shaped (b) contours. 
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Овальний контур. Аналогічні розрахунки здійснили для овальних контурів 
L = ACB, які складаються з двох симетричних дуг кола радіуса R, кінці яких глад-
ко з’єднані між собою дугою кола радіуса ρ (рис. 4а). Коли 0ρ→ , дуги кіл раді-
уса R перетинаються у вершині C під кутом 2β. Довжина проекції контуру по-
рожнини на вісь Or рівна 2a. Параметричне рівняння такого контуру має вигляд 
(15), де  
 { }0
1 exp( / ), 0 ,
( )
cos exp [ / (1 / ) / ] , 1 .
D
R R D R D
i l
i i l R l
− ε + ε ξ ρ ≤ ξ ≤ ξ⎧⎪ω ξ = ⎨− ε β + ε ξ + ξ − ε ε ρ ξ < ξ ≤⎪⎩
 (18) 
Тут a/ρ=ε , 2 2 2/ ( (1 2 )sin ) / sinR R aε = = ε + ε + − ε β β , /D D lξ = ρθ  – параметр 
точки 0 ( )DD a= ω ξ  гладкого з’єднання дуг кіл, arctg( cos /( ))D R aθ = β − ρ , 
( / 2 )D Dl R= ρθ + π − θ  – дугова довжина контуру CDB. 
 
Рис. 4. Розподіли відносних напружень ( )sτ θ  на овальних контурах з кутами розхилу  
2β = 90° (a) та 2β = 30° (b) для різних значень параметра ε = ρ/a. 
Fig. 4. Distributions of relative stress ( )sτ θ  on the oval contours with opening angles  
2β = 90° (a) and 2β = 30° (b) for different values of parametеr ε = ρ/a. 
Знайдено розподіли напружень * 0( ) ( ) /s sϕτ θ = τ θ τ  ( )arg( ρ+−=θ at ) на конту-
рі (18) для різних відносних радіусів закруглення у вершині С ( / [1;0,001]aε = ρ ∈ ) 
та кутів розхилу 2 90β = °  (рис. 4а) і 2 30β = °  (рис. 4b). За кручення пружного 
простору зі сферичною порожниною (ε = 1) отримали відомий коефіцієнт кон-
центрації напружень 1,25ck =  [10]. 
За допомогою граничного переходу (14) на основі одержаних числових зна-
чень максимальних напружень у вершині C контуру (18) обчислені безрозмірні 
КІН V VIII III 0/[ ]F K a ΙΙΙ
λ= τ π  у вершинах двокутного лінзоподібного отвору для 
всього діапазону зміни кута 2β (див. рис. 3b). 
На основі отриманих залежностей (див. рис. 3) побудовано апроксимувальні 
формули відносно параметра III 1 /(2 2 )λ = − π π − β  для відносних КІН VIIIF  у вер-
шині ромбічної  
V 2 3 4
III III III III III III III( ) / 3,3301 3,5747 6,3669 10,3158 3,8115F Fλ = − λ − λ + λ − λ  
та лінзоподібної  
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V 2 3
III III III III III III( ) / 4,1674 8,3683 3,9429 0,2689F Fλ = − λ + λ + λ  
осесиметричних порожнин, відносні похибки яких не перевищують 0,11% та 
0,2%, відповідно. Тут III 4 /(3 )F = π  – відносний КІН для дископодібної тріщини. 
Прямокутний контур. Нехай осьовий переріз порожнини є прямокутник із 
закругленими (дугами кіл радіуса ρ) вершинами. Проекції прямокутника на осі Or і 
Oz відповідно рівні 2a і 2b. Уведемо параметри: / aε = ρ  ( }/,1min{0 bρ≤ε< ) – 
відносний радіус закруглення вершин і /b aγ =  ( ε ≤ γ < ∞ ) – відносне видовжен-
ня прямокутника вздовж осі Oz. Параметричне рівняння половини контуру такого 
прямокутника ( L ACB= ) подамо у вигляді (15), де  
 0
1 , 0 ,
( ) 1 ( ) exp( ), ,
1 ( ), 1.
E
E H
H H
il
i i
i l
+ ξ ≤ ξ ≤ ξ⎧⎪ω ξ = − ε + γ − ε + ε ψ ξ < ξ ≤ ξ⎨⎪ − ε + γ − ξ − ξ ξ ≤ ξ ≤⎩
  (19) 
Тут ( ) /E lξ = γ − ε ; /(2 )H E lξ = ξ + πε  – значення параметра ξ, що відповідають 
перехідним точкам E і H від прямолінійних ділянок контуру до криволінійної 
(рис. 5); ( ) /Elψ = ξ − ξ ε ; 1 ( / 2 2)l = + γ + ε π −  – повна дугова довжина контуру CDB. 
 
Рис. 5. Розподіл відносних нап-
ружень ( )sτ θ  в околі закругле-
ної вершини D на прямокут-
ному контурі (b/a = 0,5) для різ-
них значень параметра ε = ρ/a. 
Fig. 5. Distribution of relative 
stresses ( )sτ θ  near the rounded 
vertex D on the rectangular 
contour (b/a = 0.5) for different 
values of parameter ε = ρ/a. 
Знайдено розподіли напружень * 0( ) ( ) /s sϕτ θ = τ θ τ  на поверхні порожнини в око-
лі закругленої вершини прямокутного контуру (рис. 5). Тут 1arg( ) / 4t Oθ = − − π ; 
1 ( )O a i b= − ρ + − ρ ; t r iz CDB= + ∈ . Зі зменшенням радіуса закруглення у вер-
шині контуру ( 0ε → ) точка, в якій напруження ( )sτ θ  досягають максимального 
значення, наближається до вершини D контуру. Для збільшення точності число-
вого розв’язку тут використали перетворення (8). 
Відносні КІН V V 1/ 3III III 0/[ ]F K a= τ π  у гострій вершині прямокутного конту-
ру ( 2 90οβ = , 1/ 3ΙΙΙλ = ) обчислили за допомогою граничного переходу (14) для 
відносних видовжень прямокутника / [0,01; 1]b aγ = ∈  (рис. 6a). На основі цих 
результатів для безрозмірного КІН побудували апроксимувальну формулу  
V 1/ 6 2 2
III ( ) (0,4039 4,7115 5,3726 ) /(1 9,4879 6,3318 )F
−γ = γ + γ + γ + γ + γ , 0,01 1≤ γ ≤ , 
відносна похибка якої не перевищує 0,12%. 
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Рис. 6. Залежності безрозмірних КІН VIIIF  (a) і 
V
IIIF

 (b) у вершині прямокутного контуру 
від відносних видовжень b/a (a) і a/b (b). 
Fig. 6. Dependences of dimensionless stress intensity factors VIIIF  and 
V
IIIF

 at the vertex  
of the rectangular contour on relative elongations b/a (a) and a/b (b). 
Для видовжених вздовж осі Or прямокутних контурів (γ→0) КІН у їхніх 
гострих вершинах можна подати у вигляді  
 V V 1/ 3 V 1/ 6III III 0 III IIIK F a F K b
−= τ π =  ,      V 1/ 6 VIII III0,75 ( / )F b a F= π

  (20) 
де III 0(4 / 3) /K a= τ π  – КІН у вершині відповідної плоскої дископодібної трі-
щини за кручення, а напруження 0 0Gaτ = ϕ  відповідає куту закручування тіла 
0ϕ  на одиницю довжини вздовж осі Oz. Коли відношення a/b → ∞, функція VIIIF

 
(20) прямує до граничного значення VIII 0,95F ≈

 (рис. 6b). У результаті отримали 
залежність узагальненого КІН VIIIK  у вершині тонкої прямокутної порожнини 
V 1/ 6
III III0,95K K b
−≈ від КІН у вершині відповідної плоскої дископодібної тріщи-
ни за кручення. Зауважимо, що аналогічна залежність була знайдена раніше [9] 
для напівнескінченного прямокутного вирізу за антиплоскої деформації тіла. 
ВИСНОВКИ 
Розвинуто єдиний підхід до визначення концентрації напружень біля гост-
рих та закруглених вершин межових контурів осесиметричних порожнин у не-
скінченному пружному тілі за дії кручення. Методом сингулярних інтегральних 
рівнянь знайдено розв’язки осесиметричних задач кручення про концентрацію 
напружень біля гладких криволінійних контурів із закругленими вершинами. Ви-
користавши залежність між коефіцієнтами інтенсивності та концентрації напру-
жень у гострій та закругленій вершинах кутових вирізів за антиплоскої деформа-
ції, визначили КІН у гострих вершинах симетричних V-подібних, лінзоподібних 
та прямокутних контурів. За допомогою граничного переходу, коли відношення 
сторін прямокутного контуру прямує до нескінченності, отримано залежність 
КІН у вершині тонкої прямокутної порожнини через КІН для відповідної плоскої 
дископодібної тріщини за кручення. Порівняння отриманих результатів з відоми-
ми розв’язками підтвердили високу точність запропонованого підходу. 
РЕЗЮМЕ. Развит единый подход к решению задач о концентрации напряжений око-
ло острых и закругленных вершин в осесимметричных полостях за кручения упругого 
пространства. Использован метод сингулярных интегральных уравнений относительно 
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гладких разомкнутых контуров, концы которых выходят на ось кручения упругого тела. 
Найдены распределения напряжений на поверхностях полостей, коэффициенты концент-
рации и интенсивности напряжений в закругленных и острых вершинах. Численные ре-
зультаты получены для полостей различных конфигураций (ромбических, гиперболичес-
ких, овальных, прямоугольных) в широком диапазоне изменения радиуса закругления в 
вершинах граничного контура. 
SUMMARY. A unified approach to solution of the problem of stress concentration near 
sharp and rounded vertices in axisymmetric cavities under torsion of the elastic space is deve-
loped. The method of singular integral equations for the smooth open contours, the ends of 
which are located on the torsion axis of the elastic body is used. The stress distribution on the 
surfaces of the cavities, stress concentration and stress intensity factors at the rounded and sharp 
vertices are determined. Numerical results are obtained for different configurations of the cavi-
ties (rhombic, hyperbolic, oval, rectangular) in a wide range of variation of the curvature radius 
at the vertices of the boundary contour. 
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